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Analisis Bayesiano Parametrico

Objetivo: Describir la variable aleatoria X, con soporte 4 y funcion

de probabilidad P( X | 6 ) totalmente conocida, excepto por valor
del parametro fijo, de dimension finita, .

Se cuenta con una muestra de observaciones X, con funcion de
probabilidad conjunta P( X, [6).

Antes de los datos X, la informacion sobre 6 se describe con la
probabilidad inicial ( a priori) P(6).
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v' Desde la perspectiva Bayesiana, el fendomeno bajo estudio se
aborda con: el modelo conjunto P( X, © ) que describe la
informacion disponible, tanto sobre los datos X, como sobre

el parametro 6.

La representacion habitual de este modelo:
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v' Las interpretaciones de la probabilidad en el modelo de muestreo
P(X)16)
y en la distribucion inicial
P(6)

son distintas.

En el primer caso describen variabilidad mientras que en
segundo describen incertidumbre.
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v Las inferencias sobre el parametro, una vez observados e
incorporados los datos de la muestra, se realizan a partir de la
distribucion final (a posteriori) P(6 | X, )

P(8 Xy ) = P(X,16) P(6)

Teorema de Bayes
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v De hecho, el Teorema de Bayes, o Formula de Bayes, establece
que la distribucion final (a posteriori) P( 6 | X, ) satisface

P( X, |6) funcion de Verosimilitud
P(6) distribucion Inicial

P( marginal de la muestra
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v. Como funcion del parametro 6,
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Diagrama Triplot
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% Ejemplo 1a. X variable aleatoria Normal con media w y varianza 2

conocida (precision 1= 1/c° conocida).

P(X[6)=N(X|u,7v); 6=p  (neR)

"  Silainicialparapes P(u) = Exp(pn|A) (pn>0)

P | Xp) o= P(Xp ) PCp) — (u>0)

X(n) muestra aleatoria de X.
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= Ejemplo 1a. (continuacion)

P | Xp) o= P(Xp 1) P(w) (n>0)

= N(p|X,nT) Exp(p|A)  (u>0)
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= Ejemplo 1a. (continuacion)

( eXp[-(nt/2)(u-m*)?] (n>0)
0 (u=0)

Distribucion Normal
Truncada

o<
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—--—- Inicial

Distribucion Normal
Truncada
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= Ejemplo 1b. X variable aleatoria Normal con media w y varianza 2

conocida (precision t = 1/c?).
P(X[6)=N(X|w ), O6=pn (peR)

® Silainicial parapes P(pu) = N(p|m,z,) (peR)

P Xy ) o< P(Xp [w) P(u)
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= Ejemplo 1b. (continuacion)

PO | Xy ) o= P(Xp ) PCp) — (u>0)

Distribucion Normal
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Distribucion Normal
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P(w) Normal P(w| X ) Normal

Distribuciones Conjugadas
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% Ejemplo 2. X variable aleatoria Normal con media w y varianza &2

desconocidas las dos (precision t = 1/G°).
P(X]8)=N(X|u 7); = (W, 1)
®  Lainicial para 6 es

P(8)=P(u 1)
= P(u|t)P(7)

= N(u|m,ct)Gamma (]| a, )

Distribucion Normal-Gamma(u, Tlm, c, o, 3 )
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P(O] X)) o= P(Xy16) P(6)

P(O] Xy )= P(u,t]Xy)
P(ult’x(n))P(Tlx(n))
N(p|my, cy ) Gamma (7| oy, By )

Distribuciones Conjugadas

—> My, Cy, 0y, By)
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P(z| Xy )=Gamma (7| oy, By)

Pul X)) = j P(u, 7] Xy ) dt

= J N(p | my, 7 ) Gamma (T | ay, By ) dt

P(u| X, ) = Stu(w [ my, Yy, n-1)
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% Ejemplo 3. X variable aleatoria Poisson con media A.

P(X|6)=Poisson( X |A); 6= A

®  Silainicialpara Aes P(A) = Gamma (A | o, B)

P(A ] Xpy) o P(Xp [A) P(A)
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P(A[ Xy, ) = Gamma (L | oy, By )

Conjugada
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v. En ocasiones es conveniente reportar una distribucion final cuyas
implicaciones provengan en mayor medida de los datos X, y no

de la inicial P( 6).

P(O] X)) o= P(X,16) 7(6)

A T( 6 ) se conoce como no-informativa, minimo-informativa o de
referencia.
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v. Existen distintos métodos para producir distribuciones iniciales de
referencia.

Laplace ( principio de la razén insuficiente ).
Jeffreys ( la regla de Jeffreys ).

Bernardo ( finales de referencia ).

Raiffa & Schlaifer ( conjugadas no informativas).
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v El procedimiento a partir de distribuciones conjugadas es el mas
simple.

Distribuciones Conjugadas
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P(6)=P(6|d) con o

P(8[X,)=P(6|dx) con o€ P

O — 0O
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0O = 0Oy
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Con frecuencia el hiper parametro se hace tender a un punto en la
frontera de ®.

Ejemplo 1b. X variable aleatoria Normal con media p y varianza c?2
conocida (precision t = 1/c?).
® Silainicialpara w es P(u) = N(p|m, 1)

" o=(m, 1)
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v.  Ejemplo 16. X variable aleaioria Normal con media [y varianza 6=

conocida; (precision = 1/c7).

® Silainicialpara w es P(u) = N(w|m, 1)

= (I)=(m,’CO)

*“" m—>0;t,—0
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v' Ejemplo 3. X variable aleatoria Poisson con media A.

"' Silainicial para Aes P(A) = Gamma (A | o, B)

= (I):((x:B)

P(%| Xy ) = Gamma (%1nX, n)
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5 Problemas de Inferencia Parameétrica

v. Estimacion puntual
v" Estimacion por regiones
v" Contraste de hipotesis

v Pronosticos
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Estimacion puntual

Sea X una v.a. con f.d.p.g. f(x|#), 6 € ©, se desea estimar puntualmente a .
La idea es proponer un valor de f como aproximacién de el valor desconocido
. Asi, para expresar este problema como uno de decisidn se define

D ={d; |6 e6)}

donde d; =estimar a ) con 6. Observe que en este caso el tamano de D estd deter-
minada por la cardinalidad del conjunto 8, por lo que también la representacion
grafica del problema, mediante el arbol de decision estara atectada por este con-
junto. Sin embargo, es posible mostrar una rama genérica de este tal como se
hace en la figura 5.2.

el Wil
Figura 5.2: Rama tipica del arbol 5 Yo

de decision para el problema de
estimacion puntual.
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E{L(dy,0)} = L L(dy. 6)P(6)d0 = h(d).

las consecuencias de una estimacién § dependen de lo bien que
se reproduzca el valor desconocido f. De esta forma, resulta apropiado utilizar
funciones de pérdida que dependan de la distancia entre é v 0, v en este sentido,
que entre mayor sea dicha distancia mayor sea la pérdida. En particular, una
opcion es utilizar la funcion de pérdida cuadratica Lf“u #) = fl“:‘ — f)?%, de modo
que la solucién se obtiene de

?T!EF'.! EP':.E""] {"[' fdﬂ1 Hj} = T?’!!iﬁ! EP['E"j {fé s H"F}
Hes - fcB Ly

) A T oy " -
donde Epgy{(# — #)*} se conoce como error cuadratico medio bayesiano, y que
se puede desarrollar como

Epe){(f - 6)°} = Epge) { (6 —E(0) + E(6) — 0)* }
=Epo) {(0 -~ E0)* } +0+Epg {(E(0) - 0)°}

= ]Ew-:’)‘E g doaly
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5.3. Estimacion por regiones

Sea entonces X umna v.a. con f.d.p.g. P(x|f), # € ©, se desea estimar f por
regiones. La idea es encontrar uma region 4 C © que sea “lo més pequena
posible” ¥ que tenga “buenas posibilidades” de incluir a #.

Asid, al igual que en los casos de contraste de hipdtesis v estimacion puntual es

) g q Pe ] P

posible expresar este problema en términos de uno de decisidn. En este caso

D =1dy | A C 8}, donde comminmente la regidn A se restringe a un tipo
. g g p

que permita una interpretacion til en la prictica. Una rama genérica de este

problema se exhibe en la figura 5.4.

R
) L)
Figura 5.4: Rama tipica del 6"*4

arbol de decisidn para el proble-
ma de estimacidn por regiones.
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En particular s1 €& C R v las regiones son intervalos, entonces el conjunto de
decisiones resulta I} = {d_; | dyp = [2.8] € ©}. Para este caso, una posible
funcion de pérdida es la que tiene la forma

con g(A) =b—a, h(A,0) =I5 y-(#) y @ € (0,1). De donde resulta que

E(L([a,b].0))=a(b—a)+ (1 —a)(l - P(# € A))
=afb—a)+(1—a)— (1 — )Pl € A)

=alb—a) 4+ (1 — a) (Fg(b) — Fyla)).
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Una simplificacion a la
que se recurre con frecuencia consiste en fijar Fy(b) — Fy(a) = o, con lo que el

problema se reduce a uno sin incertidumbre. Asi, fijando P(# € A). €l problema
consiste en minimizar la longitud del intervalo.

Ahora, es facil concluir que para obtener la menor longitud de los intervalos
es conveniente iniciar su construccién a partir de la imagen inversa de la(s)
moda(s). De hecho, se puede probar que =i se define una region I € © tal que
P el)=1—cay de manera que P(#) > P(#") Y@ eI y ¢ ¢ I. Entonces, si

A es cualquier otra region de © tal que P(f € A) =1 — a el area de A sera al
menos el de T.
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Una region con estas caracteristicas, se conoce como region de maxima probahi-
o maxima densidad, y si bien en muchos casos se cular analitica-
general se determina numéricamente con métodos como la biseccion.
e muestran (en rojo) dos posibles formas que puede tomar un

intervalo de maxima densidad.

{b)

] istrubucion unimodal
hj Region rlv maxima dE‘l’l‘-lLl.:ll'l para una rl strubucion multimodal
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5.1. Contraste de hipotesis

Sea X una v.a. con funcién de densidad de probabilidad generalizada (f.d.p.g.)
P(z|f), # € & = {bb,th} ¥ P(z|#f) tiene distribuciéon conocida. Se desea
contrastar las hipotesis paramétricas simples Hg : @ =6y vs Hy : # = #,.
Considere un problema de decision donde los elementos del conjunto de eventos
inciertos relevantes estan dados por

Ey = P(x |6;) es el modelo que mejor representa la realidad y

Ey = P(z|6,) es el modelo que mejor representa la realidad
v en el que el conjunto de decisiones estd dado por D = {dy,d;} donde d,

representa describir a X con P(z |#g) ¥ d; describir a X con Pz |6;).
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Como va se sabe, este problema puede ser representado graficamente mediante
el arbol de decision, presentado en la figura 5.1.

Ep — S0

Ey —= 1
Ep — 10
Figura 5.1: Arbol de deci-

Egapingy sion para el _pmhh?ma. de
contraste de hipotesis.

Asi, la ocurrencia del evento Eg implicaria que la hipéteis Hy es verdadera v,
por el contrario, si sucediera E;, entonces H; seria correcta. De esta manera,
contrastar las hipétesis Hy v.s. H, implica elegir entre d;; v d,.
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d; es la solucion de Bayes <= E{L(d1|E)} = E{L({do|E)}

Maturaleza

<= Foho+ Piha > Foloo + Piin
= (lpn — h1) P > (ho — loo) Fo
o (b1 — 1) 2z F,
(ho—lo) ™ 1—-F

ke
e 7 np
1+k o
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se rechaza Hy — —

Ahora, sea rjp, una m.a. de tamano n de X. Entonces, utilizando la regla de
Bayes

o {I|n||H':| ||P [:H[]_::l
& {:;'-' () J B f '::,:’:|n_| )

Pz |61)P(61)
y Pl‘if?lll‘-::n;.f}—“"“'l a1

P(by|zn)) =
por lo que a posteriori

se rechaza Hy —
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[ 2 lJ.. n |H|_| }-P “'Ju |

P | I':'-‘IU | T (n) } B
£ |H1| -__r:-]_} T lllr"

lo que implica que

Pl = P(z(n)|00)
H:'Illrﬂ - P(z(n)|6h)

se rechaza Hy — C =



Analisis Bayesiano Parametrico

El hecho mas destacado de este resultado, que como puede ohservarse, es total-
mente general (no depende de las particulares hipdtesis simples ni del modelo de
los dat el que establece que la muestra x;,,, interviene en la decision sobre
las hipdtesis 1inica 3 nte de verosimilitudes

i Pz Hﬁ]

pudiendo asi establecer una regla de decision 8 : X,y — D tal que

. P(z(n)|60o)

8z(m)) = ) - P(z(n)|fh)
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5.4.1. Pronostico puntual

Sea X una v.a. con f.d.p.g. P(x|#), # € B, =e desea pronosticar un valor x, de
una observacion futura r € 2.

Asi, se trata de elegir una &, como anticipacién del valor x, que efectivamente
producira el fendmeno cuando sea observado. Por tanto, en este problema es
posible definir D = {d, | z € 2°}. Ahora, las consecuencias de un prondstico
particular &, dependen de lo bien que este reproduzca al valor futuro x,. Asi,
las funciones de pérdida apropiadas, como en el caso de estimacion puntual, en
general dependen de alguna forma de la distancia entre &, v x., y son tales que
entre mayor sea la distancia, asignen mayor pérdida.
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. Sl I"J' es 1'_':1::Iu:u'_‘.id{}_

En este escenario, una reprsentacion grafica del problema de resulta en la
figura 5.6, donde puede ohservarse que este problema tiene exactamente
la misma estructura que el problema de estimacion puntual.

e s :
Figura 5.6: Rama tipica del Pz, |f) Cleyz)
arbol de decision para el proble- 6@4 o

ma de pronostico puntual con #
conocido.

Y en particular, si se utiliza L (C(%,,z,)) = a(Z, — =.)* donde a es una

constante positiva, resulta que a priori la solucidn estd determinada por

Top = ; .

i {EP(:, |gy(x) si Ep(e, |09(7) € &

el valor mas cercano a Ep(s, |8)(z) e.0.c.
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B Si 7 es desconocido

En este caso, a diferencia del caso en el que f es conocido, la utilidad espe-
rada de la opeidn d, no puede caleularse con respecto a P(z | #) puesto que
f es desconocido. De hecho, ocurre que # siendo desconocido introduce otro
factor de incertidumbre, y entonces si tanto x, como # son desconocidos
la distribucién de probabilidad que debe asignar el tomador de decisiones
es necesariamente de la forma de una conjunta P(z.,f) ¥ ya no la de
una condicional P(x, |#). De esta manera, el problema tiene asociado un
arbol con una estructura como el de la figura 5.7. En esta figura, se hace
evidente que existen en el problema dos fuentes de incertidumbre x, v #.
Sin embargo, es interesante observar que la funcién de pérdida involucra
a T, pero no a f.

Figura 5.7: Rama tipica del
arbol de decision para el prohie—
ma de pronostico puntual con f
desconocido.

Asi, la solucién de Bayes estard dada por &, , = argmin Epg,, gy{L(&4, 7. ) }.
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]E'PLI' HI{L':lin

[I.I:.I' z,)P(x,, 8)d6dz,

i/,
[ L(Zs, Tu) {/ P(z,, .‘Jdﬁ'} dr,

[ Ll:.l., P['.l'_ :I:f..l',

= EFII*j{Ltl'i!Ii:I}
g(&.)




Analisis Bayesiano Parametrico

En otras palabras, el hecho de que la funcion de pérdida no dependa de
! permite expresar esta perdida esperada con una formulacion alternativ
en donde efectivamente el unico factor de meertidumbre es x, como en el
caso en que el parametro es conocido. La diferencia, sin embargo es que
el modelo que se utiliza en aquel caso Pz, |#) es ahora remplazado por
P(x,) que se relaciona con el primero a través de la expresion

P(z,) = / P(z. | 0)P(68)do.
Ja

Distribucion Predictiva
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5.4.2. Pronostico por regiones

Sea X una v.a. con f.d.p.g. P(x|#), # € O, se desea pronosticar por regiones
un valor z, de una observacién futura de = € 2.

I._: ey ) E_--'|:.'.'|.'.t| ;!:I
d4 6 i Figura 5.8: Rama tipica del
arbol de decision para el proble—
ma de pronostico por regiones.

De la misma forma que ocurre con el prondstico puntual, el problema de prondsti-
co por regiones resulta ser completamente analogo a su contraparte de estima-
cién por regiones. Aqui, el espacio de opciones es D) = {d4 | A C 27}, con &
el soporte de X, v la distribucién de probabilidades relevante es la predictiva
para r, sea con ! desconocida (a priori o a posteriori) o con f conocida.







Referencias

Bibliografia
Box, G.E.FP & Tiao, G.C. (1973). Bayesian Inference in Statistical Analysis. Reading: Addison
Wesley.
Congdon, P. (2001). Bayesian Statistical Modelling. Chichester: Wiley

Gelman, A., Carlin, J.B., Stern, H.S. & Rubin, D.B. (1995). Bayesian Data Anal)
Chapman & Hall.

Mendoza, M. y Regueiro P. {(2011). Introduccion al And
Bayesiano. Documentos de Trabajo. Departamento de Es
Instituto Tecnologico Auténomo de México. DE-A11.2. ITAM, México.




Referencias

Bibliografia
Berger, J.O. ( ). Statistical Decision Theory and Bayesian Analysis. Second edition. New
York: Springer Verlag.
Bernardo, J.M. & Smith, A.F.M. (1994). Bayesian Theory. Chichester: Wiley

o

Box, G.E.P & Tiao, G.C. (1973). Bayesian Inference in Siatistical Analysis. Reading: Addison
Wesley.

Congdon, P. (2001). Bayesian Statistical Modelling. Chichester: Wiley
De Groot, M.H. (1970). Optimal Statistical Decisions. New York: I aw-Hill.
De Groot, M.H. (1 ). Probabilidad y Estadistica. México. Addison Wesley |Ibercamericana.

Gelman, A., Carlin, J.B., Stern, H.S. & Rubin, D.B. {1995). Bayesian Data Analysis. London:
Chapman & Hall.

Lindley, D.V. (1965). An Introduction fo Probability and Statistics from a Bayesian Viewpoint.
Vol 2. Inference. Cambridge: Cambridge University Pres

Lindley, D.V. (1985). Making Decisions. Second edition. London: Wiley.

Mignon, H.S. and Gamerman, D. (1999). Statistical Inference: An Integrated Approach. Landon:
Arnold.

gan, A. ( ). Kendall’s Advanced Theory of Statistics. Vol 2b. Bayesian Inference.
Cambridge: Edward Arnold.

9). Bayesian Statistics. Principles, Models and Applications. New York: Wiley.

Robert, C.P. (2001). The Bayesian Choice. Second edition. New York: Springer Verlag.




Resumen

(YET ANOTHER) HISTORY OF LIFE AS WE KNOW IT...

8

HOHO HOHO HOHO
APRIORIUS PRAGHATICUS FREQUENTISTUS SAPIERS BAYESTANIS




