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�� ObjetivoObjetivo: Describir la variable aleatoria X, con soporte : Describir la variable aleatoria X, con soporte XX y funciy funcióón n 

de probabilidad P( X |de probabilidad P( X | θθ ) totalmente conocida, excepto por valor ) totalmente conocida, excepto por valor 

del pardel paráámetro metro fijo,fijo, de dimenside dimensióón finita,n finita, θθ. . 

�� Se cuenta con una muestra de observaciones Se cuenta con una muestra de observaciones XX(n(n)) con funcicon funcióón de n de 

probabilidad conjunta P( probabilidad conjunta P( XX(n(n)) || θ θ ))..

�� Antes de los datos Antes de los datos XX(n(n)),, la informacila informacióón sobre n sobre θθ se describe con la se describe con la 

probabilidad inicial  ( probabilidad inicial  ( a priori a priori )  P( )  P( θθ ).).

AnAnáálisis Bayesiano Paramlisis Bayesiano Paraméétricotrico
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�� Desde la perspectiva Bayesiana, el fenDesde la perspectiva Bayesiana, el fenóómeno bajo estudio se meno bajo estudio se 

aborda con el aborda con el modelo conjunto modelo conjunto P( P( XX(n(n)), , θ θ )) que describe la que describe la 

informaciinformacióón disponible, tanto sobre los datos n disponible, tanto sobre los datos XX(n(n)), como sobre , como sobre 

el parel paráámetro metro θθ. . 

P( P( XX(n(n)) ,, θ θ ) = ) = P( P( XX(n(n)) l l θ θ ) ) P( P( θ θ ))

�� La representaciLa representacióón habitual de este modelo:n habitual de este modelo:
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�� Las interpretaciones de la probabilidad en el modelo de muestreoLas interpretaciones de la probabilidad en el modelo de muestreo

P( P( XX(n(n)) || θθ ) ) 

y en la distribuciy en la distribucióón inicial n inicial 

P(P( θθ ) ) 

son son distintasdistintas. . 

En el primer caso describen En el primer caso describen variabilidadvariabilidad mientras que en mientras que en 

segundo describen segundo describen incertidumbreincertidumbre..
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�� Las inferencias sobre el parLas inferencias sobre el paráámetro, una vez observados e metro, una vez observados e 

incorporados los datos de la muestra, se realizan a partir de laincorporados los datos de la muestra, se realizan a partir de la

distribucidistribucióón final  (a posteriori)  P( n final  (a posteriori)  P( θθ | | XX(n(n)) ))

P( P( θθ | | XX(n(n)) )  )  ∝∝ P( P( XX(n(n)) | | θθ ) ) P( P( θθ ))

Teorema de Bayes
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�� De hecho, el Teorema de Bayes, o FDe hecho, el Teorema de Bayes, o Fóórmula de Bayes, establece rmula de Bayes, establece 

que la  distribucique la  distribucióón final  (a posteriori)  P( n final  (a posteriori)  P( θθ | | XX(n(n)) ) ) satisfacesatisface

P( P( θθ | | XX(n(n)) )  )  =  =  

P( P( XX(n(n)) )        )        marginal de la marginal de la muestramuestra

P( P( XX(n(n)) | | θθ )) P( P( θθ ))

P( P( XX(n(n)) ))

P( P( XX(n(n)) | | θθ )  )  funcifuncióónn de de VerosimilitudVerosimilitud

P( P( θθ )           )           distribucidistribucióónn InicialInicial
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�� Como funciComo funcióón del parn del paráámetro metro θθ, , 

P( P( θθ | | XX(n(n)) )  )  ∝∝ P( P( XX(n(n)) | | θθ ) ) P( P( θθ ))
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Diagrama Triplot
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�� Ejemplo 1aEjemplo 1a. X variable aleatoria Normal con media . X variable aleatoria Normal con media µµ y varianza y varianza σσ2 2 

conocidaconocida (precisi(precisióón   n   ττ = 1/= 1/σσ2    2    conocidaconocida).   ).   

P( X | P( X | θθ ) = N( X | ) = N( X | µµ, , ττ );      );      θθ =  =  µ         ( µ µ         ( µ ∈∈ ℜℜ ))

�� Si la inicial para Si la inicial para µµ es   P( es   P( µµ )  =  Exp ( )  =  Exp ( µµ | | λλ )    ( )    ( µµ > 0> 0 ))

P( P( µµ | | XX(n(n)) )  )  ∝∝ P( P( XX(n(n)) | | µµ ) ) P( P( µµ )       )       ( µ > 0 )( µ > 0 )

XX(n(n)) muestramuestra aleatoriaaleatoria de X.de X.
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�� Ejemplo 1aEjemplo 1a. (. (continuacicontinuacióónn) ) 

P( P( µµ | | XX(n(n)) )  )  ∝∝ P( P( XX(n(n)) | | µµ ) ) P( P( µµ )                   )                   ( µ > 0 )( µ > 0 )

=  =  N( N( µµ | | X, X, nnττ ) ) ExpExp( ( µµ | | λλ )       )       ( µ > 0 )( µ > 0 )
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�� Ejemplo 1aEjemplo 1a. (. (continuacicontinuacióónn) ) 

⇒⇒

P( P( µµ | | XX(n(n)) )  )  ∝∝ 









expexp [ [ -- ((nnττ / 2 / 2 ) ( ) ( µ µ -- m* )m* )2  2  ]          ]          ( µ > 0 )( µ > 0 )

00 ( µ ( µ ≤≤ 0 )0 )

m*  =  X m*  =  X 
nn ττ
λλ

Distribución Normal 

Truncada
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�� Ejemplo 1bEjemplo 1b. X variable aleatoria Normal con media . X variable aleatoria Normal con media µµ y varianza y varianza σσ2 2 

conocidaconocida (precisi(precisióón n ττ = 1/= 1/σσ22).   ).   

P( X | P( X | θθ ) = N( X | ) = N( X | µµ, , ττ );      );      θθ =  =  µ       ( µ µ       ( µ ∈∈ ℜℜ ))

�� Si la inicial para Si la inicial para µµ es   P( es   P( µµ )  =  N ( )  =  N ( µµ | m, | m, ττ0 0 )    )    ( µ ( µ ∈∈ ℜℜ ))

P( P( µµ | | XX(n(n)) )  )  ∝∝ P( P( XX(n(n)) | | µµ ) ) P( P( µµ )                  )                  ( µ ( µ ∈∈ ℜℜ ))
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�� Ejemplo 1bEjemplo 1b. (. (continuacicontinuacióónn) ) 

⇒⇒

P( P( µµ | | XX(n(n)) )  )  =  N ( =  N ( µµ l l mmXX, , ττXX )) ( µ > 0 )( µ > 0 )

P( P( µµ | | XX(n(n)) )  )  ∝∝ P( P( XX(n(n)) | | µµ ) ) P( P( µµ )       )       ( µ > 0 )( µ > 0 )

Distribución Normal 

mmXX =   =   
(n (n τ)τ) XX ((ττ00) m) m

00+  +  

n n ττ +   +   ττ00

ττXX =  =  n n ττ +   +   ττ00
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Distribución Normal
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P( P( µµ | | XX(n(n)) )    Normal)    NormalP( P( µµ )   Normal)   Normal ⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒

Distribuciones Conjugadas

P( P( θθ | | XX(n(n)) ) ) ∈∈ FFφφP( P( θθ )  )  ∈∈ FFφφ
⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒

P( P( XX(n(n)) | | µµ ))

P( P( XX(n(n)) | | θ θ ))
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�� Ejemplo 2Ejemplo 2. X variable aleatoria Normal con media . X variable aleatoria Normal con media µµ y varianza y varianza σσ2 2 

desconocidas las dosdesconocidas las dos (precisi(precisióón n ττ = 1/= 1/σσ22).   ).   

P( X | P( X | θθ ) = N( X | ) = N( X | µµ, , ττ );         );         θθ =  ( =  ( µµ,, ττ ))

�� La inicial para La inicial para θθ es  es  

P( P( θθ ) =  P( ) =  P( µµ,, ττ )  )  

=  =  P( P( µ µ | | ττ ) ) P( P( ττ ) ) 

=  N ( =  N ( µµ | m, c| m, cττ ) Gamma ( ) Gamma ( ττ | | αα, , ββ ))

Distribución Normal-Gamma(µ, τ l m, c, α, β )
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P( P( θθ | | XX(n(n)) )  )  ∝∝ P( P( XX(n(n)) | | θθ ) ) P( P( θθ ))

P( P( θ θ | | XX(n(n)) ) =  P( ) =  P( µµ,, ττ | | XX(n(n)) )  )  

=  =  P( P( µµ | | ττ,, XX(n(n)) ) ) P( P( ττ | | XX(n(n)) ) ) 

=  N ( =  N ( µµ | | mmXX, , ccXX ττ ) Gamma ( ) Gamma ( ττ | | ααXX, , ββXX ))

Distribuciones Conjugadas

( ( m, c, m, c, αα, , ββ )     )     →→ ( ( mmXX, , ccXX, , ααXX, , ββXX ))
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P( P( µµ | | XX(n(n)) )  )  =  =  ∫∫ P( P( µµ,, ττ | | XX(n(n)) )  )  ddττ

  =  =  ∫∫ N( N( µµ | | mmXX, , ττXX ) Gamma ( ) Gamma ( ττ | | ααXX, , ββXX ) ) ddττ

P( P( µµ | | XX(n(n)) )) =  =  StuStu( ( µµ | | mmXX, , γγXX, n, n--11 ))

P( P( ττ | | XX(n(n)) ) = Gamma ( ) = Gamma ( ττ | | ααXX, , ββXX ))
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�� Ejemplo 3Ejemplo 3. X variable aleatoria Poisson con media . X variable aleatoria Poisson con media λλ.   .   

P( X | P( X | θθ ) = Poisson( X | ) = Poisson( X | λλ );         );         θθ =  =  λλ

�� Si la inicial para  Si la inicial para  λλ es   P( es   P( λλ )  =  Gamma ( )  =  Gamma ( λλ | | αα, , ββ ))

P( P( λλ | | XX(n(n)) )  )  ∝∝ P( P( XX(n(n)) | | λλ ) ) P( P( λλ ))
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⇒⇒
P( P( λλ | | XX(n(n)) )  )  =  Gamma ( =  Gamma ( λλ | | ααXX, , ββXX ))

Conjugada
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�� En ocasiones es conveniente reportar una distribuciEn ocasiones es conveniente reportar una distribucióón final cuyas n final cuyas 

implicaciones provengan en mayor medida de los datos implicaciones provengan en mayor medida de los datos XX(n(n)) y no y no 

de la inicial P( de la inicial P( θθ ).).

P( P( θθ | | XX(n(n)) )  )  ∝∝ P( P( XX(n(n)) | | θθ ) ) ππ( ( θθ ))

�� A A ππ( ( θθ ) se ) se conoceconoce comocomo nono--informativainformativa, , mmíínimonimo--informativainformativa o de o de 

referenciareferencia..
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�� Existen distintos mExisten distintos méétodos para producir distribuciones iniciales de todos para producir distribuciones iniciales de 

referencia. referencia. 

•• Laplace ( principio de la razLaplace ( principio de la razóón insuficiente ). n insuficiente ). 

•• Jeffreys ( la regla de Jeffreys ). Jeffreys ( la regla de Jeffreys ). 

•• Bernardo ( finales de referencia ). Bernardo ( finales de referencia ). 

•• RaiffaRaiffa & & SchlaiferSchlaifer ( conjugadas no informativas). ( conjugadas no informativas). 
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�� El procedimiento a partir de distribuciones conjugadas es el mEl procedimiento a partir de distribuciones conjugadas es el máás s 

simple. simple. 

Distribuciones Conjugadas

P( P( θθ | | XX(n(n)) ) ) ∈∈ FFφφP( P( θθ )  )  ∈∈ FFφφ
⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒

P( P( XX(n(n)) | | θ θ ))
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P( P( θθ | | XX(n(n)) ) ) ∈∈ FFφφP( P( θθ )  )  ∈∈ FFφφ
⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒

P( P( XX(n(n)) | | θ θ ))

FFφφ = = {{ P( P( θθ ) ) | | P( P( θθ ) = ) = P( P( θθ | | φφ );   );   φφ ∈∈ ΦΦ ⊂⊂ ℜℜkk }}
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P( P( θθ )  )  ∈∈ FFφφ
⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ P( P( θθ ) = ) = P( P( θθ | | φφ ) ) con  con  φφ ∈∈ ΦΦ

φφ →→ φφXX

P( P( θθ | | XX(n(n)) ) ) ∈∈ FFφφ ⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ P( P( θθ | | XX(n(n)) ) = ) = P( P( θθ | | φφX ) ) con  con  φφX ∈∈ ΦΦ
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φφ →→ φφXX

φφXX =  =  g(g(XX(n(n)) , φφ ))

φφ →→ φφ**∈∈ FFφφ ⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ φφXX = g*(= g*(XX(n(n))))
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�� Con frecuencia el Con frecuencia el hiperhiper parparáámetro se hace tender a un punto en la metro se hace tender a un punto en la 

frontera de frontera de ΦΦ. . 

�� Ejemplo 1bEjemplo 1b. X variable aleatoria Normal con media . X variable aleatoria Normal con media µµ y varianza y varianza σσ2 2 

conocidaconocida (precisi(precisióón n ττ = 1/= 1/σσ22).   ).   

�� Si la inicial para  Si la inicial para  µµ es   P( es   P( µµ )  =  N ( )  =  N ( µµ | m, | m, ττ0 0 ))

�� φ φ = ( m, = ( m, ττ00 ))
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�� Ejemplo 1bEjemplo 1b. X variable aleatoria Normal con media . X variable aleatoria Normal con media µµ y varianza y varianza σσ2 2 

conocida  (precisiconocida  (precisióón n ττ = 1/= 1/σσ22).   ).   

�� Si la inicial para  Si la inicial para  µµ es   P( es   P( µµ )  =  N ( )  =  N ( µµ | m, | m, ττ0 0 ))

�� φ φ = ( m, = ( m, ττ00 ))

�� m m →→ 0; 0; ττ00 →→ 00

�� ππ((µµ) ) ∝∝ 1          1          ⇒⇒

P( P( µµ | | XX(n(n)) )  )  =  N ( =  N ( µµ l X, l X, nnττ ))

Distrib
ución mínimo informativa 

límite de Conjugadas
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�� Ejemplo 3Ejemplo 3. X variable aleatoria Poisson con media . X variable aleatoria Poisson con media λλ.   .   

�� Si la inicial para  Si la inicial para  λλ es   P( es   P( λλ )  =  Gamma ( )  =  Gamma ( λλ | | αα, , ββ ))

�� φ φ = ( = ( αα,, ββ ))

�� αα →→ 0; 0; ββ →→ 00

�� ππ((λλ) ) ∝∝ λλ--11 ⇒⇒
Distrib

ución mínimo informativa 

límite de Conjugadas

P( P( λλ | | XX(n(n)) )  )  =  Gamma ( =  Gamma ( λλ l l nXnX, n ), n )
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�� Problemas de Inferencia ParamProblemas de Inferencia Paraméétricatrica

�� EstimaciEstimacióón puntualn puntual

�� EstimaciEstimacióón por regionesn por regiones

�� Contraste de hipContraste de hipóótesistesis

�� PronPronóósticossticos



AnAnáálisis Bayesiano Paramlisis Bayesiano Paraméétricotrico



AnAnáálisis Bayesiano Paramlisis Bayesiano Paraméétricotrico



AnAnáálisis Bayesiano Paramlisis Bayesiano Paraméétricotrico



AnAnáálisis Bayesiano Paramlisis Bayesiano Paraméétricotrico



AnAnáálisis Bayesiano Paramlisis Bayesiano Paraméétricotrico



AnAnáálisis Bayesiano Paramlisis Bayesiano Paraméétricotrico



AnAnáálisis Bayesiano Paramlisis Bayesiano Paraméétricotrico



AnAnáálisis Bayesiano Paramlisis Bayesiano Paraméétricotrico



AnAnáálisis Bayesiano Paramlisis Bayesiano Paraméétricotrico



AnAnáálisis Bayesiano Paramlisis Bayesiano Paraméétricotrico



AnAnáálisis Bayesiano Paramlisis Bayesiano Paraméétricotrico



AnAnáálisis Bayesiano Paramlisis Bayesiano Paraméétricotrico



AnAnáálisis Bayesiano Paramlisis Bayesiano Paraméétricotrico



AnAnáálisis Bayesiano Paramlisis Bayesiano Paraméétricotrico



AnAnáálisis Bayesiano Paramlisis Bayesiano Paraméétricotrico



AnAnáálisis Bayesiano Paramlisis Bayesiano Paraméétricotrico



AnAnáálisis Bayesiano Paramlisis Bayesiano Paraméétricotrico

DistribuciDistribucióón Predictivan Predictiva
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